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Zur Theorie des Mitnehmens von van der Pol. 


Von 
A. Andronow und A. Witt in Moskau. 


Einleitung. 


Bekanntlich hat van der Pol eine Näherungstheorie über die Erscheinung 
des Mitnehmens eines Schwingaudions aufgestellt!. Dabei kommt er zu einem System 
von nichtlinearen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren vollständige Dis- 
kussion eine Antwort über das Verhalten solcher Systeme in der Nähe der Resonanz 
geben soll. Er findet einige partielle Integrale dieser Gleichungen, die periodischen 
Lösungen (Zwanglösungen) entsprechen, und untersucht deren Stabilität. Wie es 
sich dabei (in der Nähe der Resonanz) mit anderen, z. B. den fast periodischen Lösungen 
(Schwebungslösungen) verhält, untersucht van der Pol nicht?. Die Schwebungs- 
lösungen werden von ihm mit Hilfe einer anderen Methode — aber nur für den 
Fall, daß man sich weit von der Resonanz entfernt — untersucht. Wie van der Pol 
ausdrücklich bemerkt, versagt aber diese letztere Methode in der Nähe von der Reso- 
nanz (für kleine Amplituden der äußeren elektromotorischen Kraft); er betont, daß 
man in diesem Gebiete zur richtigen Lösung eben durch die vollständige Diskussion 
der oben erwähnten Gleichungen gelangen kann?. 

Dieser Fall kleiner Amplituden, der nicht ohne gewisse praktische Bedeutung 
ist, wurde von Ollendorf£* untersucht, welcher zum Schluß kommt, daß bei genügend 
kleinen Amplituden der äußeren Kraft überhaupt keine Mitnahme stattfindet’. _ Es 
bestehen mit anderen Worten nach Ollendorf im Falle kleiner Amplituden neben den 
periodischen gleichzeitig fastperiodische Lösungen. Der von Ollendorf angegebene 
Schwellwert der Mitnahme hat einen merklichen Wert. 

Für einen Schwingungskreis mit 


0 _ . _R_ MS 
v»=,_—= 200000; ô= 57 1,2. 101,0; u= zro~ b29; K = 5 Volt 


ist diese äußere dlae oordie Kraft, unterhalb welcher keine Mitnahme statt- 
finden soll P, = 5,5 10-3 Volt. Es ist leicht, nach van der Pol den Mitnahmebereich 
zu berechnen; er entspricht Av = 135. 

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem vom Standpunkt des Näherungs- 
ansatzes von van der Pol behandelt. Es läßt sich nämlich die Diskussion seiner 
Gleichungen auf Grund der Theorie von Poincaré so weit führen, daß man eine 
Antwort auf die oben gestellte und wie bemerkt offenstehende Frage bekommt. 

Auf die strenge Begründung des uns recht verständlich scheinenden Näherungs- 
ansatzes von van der Pol soll hier allerdings nicht näher eingegangen werden, 

In der Theorie von Poincaré hat man ein sehr adäquates mathematisches 
Hilfsmittel zur Behandlung von nicht linearen Schwingungsproblemen, welches in 
vielen Fällen anschaulich und schnell über die interessierende Frage Aufschluß gibt. 


1 B. van der Pol, Forced Oscillations in a Circuit with non-linear Resistance. Phil. Mag. 
Ser. 7, Bd. 3, S. 65, 1927. 

2 „We have not so far succeeded in obtaining a general solution for (5) (S. 76). 

3 „We encounter a small region... where the connexion is not complete. Only a complete 
solution of (5) could establish such a connexion“ (S. 78). 

1 F. Ollendorf, Erzwungene Schwingungen in angefachten Systemen. Arch. f. Elektrot. 
Bd. 16, S. 280, 1926. 


5 „Man ersieht hieraus, daß die Mitnahme nur eintritt, solange 8 > 2 œ? wor ent 


(Ollendorff, 1. c. S. 286). In den Bezeichnungen des § 2 dieser Arbeit kann diese Ungleichung 
in folgender Form geschrieben werden: #25 


7* 
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Diese Theorie ist schon von einem von uns zur Behandlung von Autoschwingungen 
mit einem Freiheitsgrad angewandt worden!. Es sei hier bemerkt, daß die Poincaré- 
sche Theorie sich auch bei der Behandlung von Kipperscheinungen als sehr nützich 
und bequem erweist?, Wir halten es deswegen nicht für überflüssig, die Grund- 
tatsachen dieser Theorie kurz zu formulieren. 


1. Aufstellung der Differentialgleichung. 

Betrachten wir einen Röhrengenerator mit einem zwischen Gitter und Kathode 
eingeschalteten Schwingungskreis auf den eine äußere elektromotorische Kraft E = 
Posin œt einwirkt (Bild 1). 

Die Schwingungsgleichung unseres Systems 
lautet: 


t 


di A dia l 
LZ + Ri- ofia ME = Posinayt. (a) 


B ò 
= Unter der Annahme, daß der Anodenstrom 
nur von der Gitterspannung abhängt und daß 
die Charakteristik eine kubische Parabel ist, 
folgt; 


Sin w, t : ( vg ) 
ia = f (ve) = S ve | L — zt). b 
Bild 1. Schwingaudionschaltung. a= Í (va) s 3K? ( ) 


VOBOODD 


Hier bedeutet S die Steilheit, K die „Sättigungsspannung‘“. Der Einfachheit 
wegen lassen wir den Gitterstrom unberücksichtigt. Mit Hilfe von (b) kann die 
Gleichung (a) in die Form 

k ; dv3 . 
v— av Z -+ w? v = Boy sin w t (1) 
gebracht werden, wo Ee a i t 


t 
ie l 
E ER E a 
ve OK CTL EFT a, K' 
Um diese Gleichung im Resonanzgebiet zu lösen, macht van der Pol den 
Ansatz: 


= v= b sin o t + ba cos o t, (2) 
wo b, und b, langsam variierende Zeitfunktionen, sind und erhält in erster Annäherung 
folgende Differentialgleichungen: 


2b +sb— ah (1—3) =0 (3) 
2, —sh— ab (1— $) red, 
R 0 
wo z = 2 (wp — œ) (Abstimmungsdifferenz) 
D? = b? + ba 
a? =; (Energie der Autoschwingungen). 
4?’ 


Die Gleichungen (3) lösen die Frage nach der Existenz und Stabilität der 
stationären Lösungen von Gleichung (1) im Resonanzgebiet: das sind die oben er- 
wähnten Gleichungen von van der Pol. 


1 A. Andronow, Die Grenzzykel von Poincaré und Schwingungstheorie. Mitteilungen 
des VI. Kongresses der Russischen Physiker. Moskau 1928. 
A. Andronow, Les cycles limites de Poincaré et la theorie des oscillations auto- 
entretenues. Comptes Rendus, vol 189. p 559. 1929. 
2 A. Andronow et A. Witt, Unstetige periodische Bewegungen und die Theorie des 
Multivibrators von Abraham und Bloch. — Comptes Rendus de l'Academie des Sciences de 
PU.S.S.R. 1930. S. 189. 
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2. Mathematische Grundlagen. 


In der vorliegenden Arbeit geben wir eine qualitative Untersuchung der Gleichung 
(3), welche vollständig ausreicht um den Charakter der Lösung zu bestimmen und die 
Frage zu beantworten, ob eine Schwelle der Mitnahme existiert. 

Die Theorie der qualitativen Untersuchung von Differentialgleichungen wurde 
von Poincaré! entwickelt und wurde schon zur Behandlung der Autoschwingungen 
angewandt?. 

Nach ‚Einführung der Bezeichnungen 

b ba z 


1. x 5 2 Bee d 
4 a? m A ma?” x? + y? T=75 (3) 
erhalten die Gleichungen (3) die Gestalt: 
IZ ay + x (Lr?) 


= Ataxst y(r) 


Nach Division bekommt man eine Differentialgleichung erster Ordnung: 
dy_A+ax+y(l-r?) (5) 
dx —ayta(l—r) `’ 

Die Variabeln x und y seien reell, und es soll der Verlauf der Integralkurven 
in der x y-Ebene untersucht werden. 

Die Grundelemente, die den Verlauf der Integralkurven einer Differential- 
gleichung erster Ordnung bestimmen, sind nach Poincaré singuläre Punkte und 
Grenzzykel. Durch jeden Punkt der x y-Ebene geht im allgemeinen eine und nur eine 
Integralkurve; eine Ausnahme bilden nur die singulären Punkte. Für Differential- 
gleichungen, deren rechte Seiten reguläre Funktionen von x, y sind (vgl. 4): 


(6) 


werden die singulären Punkte als Schnittpunkte der Kurven 

P(x, y)=0; Q(x, y)=0 (6°) 
definiert. Um den Charakter eines singulären Punktes zu untersuchen, ist es bequem, 
den Koordinatenursprung in diesen Punkt (x, Yọ) zu verlegen; wir setzen also 
x = Xo + é, y= yo+ n. Unsere Gleichungen können jetzt in der Form 


„hl&m=astbnt... | 


a (7) 
a =p Eee hagi | 
T 
geschrieben werden, d. h. ihre rechten Seiten sind jetzt von konstanten Termen frei. 
Der Charakter des singulären Punktes hängt von der Beschaffenheit der Wurzeln 
der Gleichung 
a— À b 
g d— à 


ab. Diese Wurzeln bezeichnet man als charakteristische Exponenten des betrachteten 
singulären Punktes3. Besitzen beide Wurzeln A, und A, einen negativen Realteil, so 
ist der singuläre Punkt stabil; im entgegengesetzten Falle ist er instabil. Poincare 


= MR — (a+d)i+l(lad—cb)=0 (8) 


1 H, Poincaré, Sur les courbes définies par les équations différentielles. Oeuvres t. I. 
Paris 1928 (vier Abhandlungen). 
2 A. Andronow, loc. cit. Eine ausführliche Abhandlung wird in der nächsten Zeit er- 
scheinen. 
3.Die Koeffizienten a, b, c, d sind Funktionen von xo, Yo-Koordinaten des singulären Punktes. 
4 Der Fall rein imaginärer Wurzeln soll hier nicht behandelt werden. 
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unterscheidet drei Typen von singulären Punkten. 1. Knotenpunkt (noeud), der von 
einer ‚unendlichen Menge von Integralkurven durchsetzt wird; A, und A, sind reell 
und haben gleiche Vorzeichen; ein Knoten kann stabil oder instabil sein, je nachdem, 
ob A negativ oder positiv ist. 2. Sattelpunkt (col), der nur von zwei Integralkurven 
durchsetzt wird; der Verlauf der Integralkurven in der Nähe eines Sattelpunktes 
ist einer Hyperbelschar x y = const ähnlich; A, und 4, sind reell; ihre Vorzeichen 
sind entgegengesetzt; ein Sattel ist stets labil. 3. Strudelpunkt (foyer), auf den sich 
die Integralkurven asymptotisch aufrollen; die Integralkurven sind logarithmischen 
Spiralen ähnlich. A, und 2 sind komplex und konjugiert; ein Strudel ist stabil oder 
instabil, je nach dem Vorzeichen des Realteils von Al. 

Die Kenntnis des Charakters und der Verteilung nur der singulären Punkte 
reicht jedoch nicht aus, um den qualitativen Verlauf der Integralkurven in der ganzen 
x y-Ebene zu bestimmen; es ist notwendig die Zahl, den Charakter und die Verteilung 
noch anderer Elemente — der Grenzzykel -—- zu kennen. 

Nach Poincaré bezeichnet man als Grenzzykel eine geschlossene Integral- 
kurve, die die Eigenschaft besitzt, daß alle anderen ihr genügend nahekommenden 
Integralkurven sich asymptotisch auf sie aufrollen. Findet das bei t>+ œ 
statt, so ist der Zykel stabil, im entgegengesetzten Falle ist er labil. Zum Auffinden 
der Grenzzykel wurde von Poincaré eine Methode der „Kontaktkurven‘‘ (Be- 
rührungskurven) vorgeschlagen. Die Idee ist die folgende: 

Betrachten wir eine Kurvenschar: 
und nehmen an, daß F (&, n) nur für &=0, n=0 verschwindet (£&, n ist ein Koor- 
dinatensystem, dessen Ursprung im singulären Punkte xə yọ liegt), für alle anderen 
Werte von & und y soll sie positiv und endlich sein; sie soll nur dann unendlich werden, 
falls & (oder 7) auch unendlich werden. Zweitens: nur für € = y = 0 sollen F; und 
Fy gleichzeitig verschwinden. Dann bilden die Kurven unserer Schar ein System 
von geschlossenen, den Koordinatenursprung und einander umschließenden Kurven, 
ein „topographisches System“. Durch jeden Punkt &, » der Ebene geht nur eine 
Kurve des topographischen Systems; ihre Tangente in diesem Punkte wird durch die 
Gleichung 


d 
a” (10) 
bestimmt. 
Der geometrische Ort, wo die Kurven des topographischen Systems die Integral- 
kurven der Differentialgleichung 
al Qı (ë, n) 
dë — Pilk, n) 
berühren, wird als „Kontaktkurve‘‘ bezeichnet. Die Gleichung der Kontaktkurve 
lautet also: 


(11) 


PıF! + Q Fy = 0. (12) 
Wenn es uns gelungen ist, ein topographisches System so zu wählen, daß die 
Kontaktkurve keine unendlichen Zweige besitzt, und daß der Koordinatenursprung 
ein isolierter Punkt der Kontaktkurve ist, so haben wir ein Instrument zum Auffangen 
der Grenzzykeln; wir brauchen nur von den Kurven des topographischen Systems, 
welche die Kontaktkurve berühren, die äußerste und die innerste auszuwählen. 
Elementare geometrische Überlegungen zeigen dann, daß die Grenzzykel (wenn solche 
vorhanden sind) nur zwischen diesen beiden Kurven des topographischen Systems 
liegen können. Es sei noch bemerkt, daß, falls die Kontaktkurve keine reellen Zweige 
besitzt, keine Grenzzykel existieren können. 


1 Die Tangentenrichtung K der Integralkurven im singulären Punkt ist durch die Gleichung 
be + K (a — d) — c = 0 bestimmt. : 
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Ohne tiefer auf die Theorie der Grenzzykel einzugehen (vgl. Poincaré), sollen 
hier noch folgende Resultate angeführt werden, die von Poincaré und teils von 
Bendixon! herrühren und die uns ebenfalls von Wichtigkeit sind: 

1. Innerhalb eines Grenzzykels kann nur eine ungerade Zahl von singulären 
Punkten enthalten sein. 

2. Wenn diese Zahl gleich eins ist, so ist der entsprechende Punkt ein Knoten 
oder ein Strudel; es kann kein Sattel sein. 

3. Wenn diese Zahl gleich drei ist, so muß ein Punkt ein Sattel sein; die beiden 
anderen sind entweder beide Knoten oder beide Strudel, oder der eine ist ein Knoten, 
der andere ein Strudel. 

Wir wollen hier nicht die Bedingungen der gleichzeitigen Existenz von mehr 
als drei Punkte angeben; wir werden sehen, daß die uns interessierende Gleichung 
höchstens drei singuläre Punkte besitzt. 

Es sei endlich bemerkt, daß die Kenntnis einiger Isoklinen (z. B. der Haupt- 


isoklinen ir 0 und? = ) die Entscheidung über die Existenz von Grenz- 


zykeln wesentlich erleichtert. 

Fin fundamentales Theorem? aus der Theorie der Differentialgleichungen der 
Form (6) lautet, daß jede (nicht geschlossene) Integralkurve, die nicht dem Unendlichen 
und nicht einem singulären Punkte zustrebt, sich notwendig auf einen Grenzzykel 
aufrollt. 

Zum Schluß betrachten wir noch den zeitlichen Verlauf der Integralkurven. 

Unter Berücksichtigung des eben formulierten Theorems lassen sich nun folgende 
Sätze aussprechen: 

l. Stationäre Lösungen der Gleichung (6) entsprechen entweder singuläre Punkte 
oder Grenzzykel?. 

2. Alle anderen Lösungen streben entweder den stationären Lösungen zu oder 
entfernen sich ins Unendliche. 

3. Stationäre Lösungen, die singulären Punkten entsprechen, sind Konstante 

x = Xo; Y= Yo- (13) 

Stationäre Lösungen, die Grenzzykeln entsprechen, sind periodische Funktionen? 

der „Zeit“ të 


x=g(tr+¢); y=p(t+o) (14) 
mit der Periode 
un ds 
n= fa a 


wo der Integrationsweg der Grenzzykel ist. 

Nach dieser kurzen Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften der uns 
interessierenden Typen von Differentialgleichungen, wenden wir uns unserem konkreten 
Problem zu. 


3. Diskussion der Gleichung von van der Pol. 


Wir wollen zunächst feststellen, was in unserem physikalischen Problem den 
stationären Lösungen der Gleichung (5) entspricht: 

Einem singulären Punkt der Gleichung (5) entspricht nach (2) (3°) und (13) 
die Lösung 


1 Iwar Bendixon, Acta Mathematica, 24, p. 80, 1901. 

2 Vgl. Bieberbach, Differentialgleichungen, 2. Aufl., $ 4. 

3 Wie wir schon erwähnt haben, werden wir hier den Fall der rein imaginären charakte- 
ristischen Exponenten nicht behandeln. In diesem Falle kann ein Kontinuum von geschlossenen 
Integralkurven vorhanden sein. 

t Es wird vorausgesetzt, daß die Grenzzykel keine singuläre Punkte durchsetzen. 

5 Unsere Lösungen hängen von einer. willkürlichen Phase. ab, da die Gleichungen (4) die 
Zeit explicite nicht enthalten. 
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— = % Sin œ t + Yo COS @ t = ro sin (w; t + Po), (16) 
(1 


d. h. eine rein periodische Lösung mit der Periode der äußeren Kraft (Zwanglösung). 
Einem Grenzzykel dieser Gleichung entsprechen nach (2), (3) und (14) 
Lösungen von der Form: 
E) 


Z=g(F+C)sinoat ty (+C) coso, (17) 
o 


d. h. fastperiodische Lösungen mit zwei Perioden, T, = = und 7, = er (Schwe- 
1 


bungslösungen) !. 

Lösungen der Gleichungen (4), die singulären Punkten zustreben oder sich auf 
Grenzzykel aufrollen, entsprechen Lösungen, die sich den periodischen oder fast- 
periodischen Lösungen asymptotisch nähern oder sich asymptotisch von ihnen 
entfernen, je nachdem, ob die stationäre Lösungen stabil oder instabil sind. 

Nach diesen kurzen Bemerkungen wollen wir jetzt die Resultate des vorigen 
Paragraphen unmittelbar auf unser Problem anwenden. 


Fobiler rudet ‚stabiler Strudel 


Ve 


SRSUIIIIIIILIIEISGEGBERGEE: 
0 


Bild 2. Die Abhängigkeit des Charakters der singulären Punkte von den Parametern 
der Differentialgleichung. 


Nach (4) und (6) werden die Koordinaten der singulären Punkte gleich 
Te} as) 
wo ọ = rọ durch die Gleichung ? 
grel-g?=- 4 (19) 

bestimmt ist. Wird A fixiert, so erhält man in der oa-Ebene eine Kurve dritten 
Grades, die die „Amplituden“ des singulären Punktes yẹ = rọ für beliebige Ab- 
stimmungsdifferenzen a und gegebenem A bestimmt. Läßt man alsdann auch A 
variieren, so ergibt sich in der ọ a-Ebene eine ganze Schar solcher Kurven, die ver- 
schiedenen A entsprechen. Jeder Punkt dieser Ebene entspricht einem singulären 
Punkt, den die Gleichung (4) bei passender Wahl von A und a zulassen kann. Wie 
es schon erörtert wurde, hängt der Charakter des singulären Punktes von der Be- 
schaffenheit der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (8) ab. 

Nach entsprechender Transformation mit Berücksichtigung auf (18) läßt sich die 
charakteristische Gleichung auf die Form bringen 
| 2—2 (1 — 2) å+ (1 — o) (L — 38) + aè = 0. (20) 

Mit Hilfe dieser Gleichung und der oben erläuterten Klassifikation der singulären 
Punkte, können in der ga-Ebene Gebiete angegeben werden, die verschiedenen Typen 
von singulären Punkten entsprechen. Diese Gebiete, zusammen mit der Kurven- 
schar (19), geben einen vollständigen Überblick über die Abhängigkeit der Zahl, des 


1 Vgl. A.-Andronow et A. Witt, Sur les mouvements quasi-periodiques. The Journal 
of applied physics. Moskau. Vol. VII, p. 119. 1930. D. h. ein Kontinuum fastperiodischer Lösungen 
gleicher mittlerer Energie. 
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Charakters und der „Amplituden“ der singulären Punkte von den Parametern der 
Differentialgleichung in der oa-Ebene. Die unseren und die von van der Pol er- 
haltenen Resultate sind in Bild 2 zusammengestellt. Die aus zwei Zweigen bestehende 


Kurve a, bı cı dı& f ist eine für den Fall 0 < 4? < = typische Resonanzkurve; die 
Kurve g4, n, kı ist typisch für 4? > => oberhalb der Geraden A, B,, außerhalb der Ellipse 
A, Cı Bi, liegt das Stabilitätsgebiet der periodischen Lösungen (Gebiet der stabilen 
singulären Punkte); das übrige Gebiet entspricht instabilen Lösungen; im Inneren 
der Stabilitätsellipse liegen Sättel; außerhalb des Winkels A,OB, Strudel; und 
endlich innerhalb des Winkels A,O B, mit Ausschließen der Ellipse A, Cı B, Knoten. 

Wie es schon in der Einleitung erwähnt wurde, interessiert uns hauptsächlich 
das Gebiet der kleinen Amplituden der äußeren Kraft, d. h. das Gebiet sehr kleiner A. 
Eine kleine Rechnung zeigt, daß bei 0 < 4? < > das topologische Verhalten der 
Kurven (19) unverändert bleibt; für 0 <a? <a,?, wo a, die Abszisse des Schnittpunktes 
der Kurve mit der Ellipse a? + (1 — ọ) (1-30) = 0 ist, besitzt unsere Gleichung 


drei singuläre Punkte, von denen nur einer stabil ist; für 4? < a? < + oo besitzt dann 


Bild 3. Die Abhängigkeit der Lage der singulären Punkte von den Parametern 
der Differentialgleichung. 


die Differentialgleichung nur einen Singulärpunkt; dieser Punkt erweist sich als labil. 
Um sich über die Lage der singulären Punkte in der x y-Ebene und die Abhängigkeit 
der Lage von den Parametern der Gleichung klarzumachen, ist es bequem, die 
Gleichung (5) in Polarkoordinaten zu schreiben: 

dr ayäytr der) 


dp Axtar 
Die Schnittpunkte der Isoklinen in =0 
Aytr(l-r)=0 (21) 
und der Isoklinen Fi = œ 
Ax+art =Q (22) 


sind deffinitionsgemäß die gesuchten singulären Punkte!. Die Kurve (21) kann leicht 
konstruiert werden. Für 0 < 4? <, bleibt sie ebenfalls topologisch unverändert; 


sie besteht aus zwei geschlossenen Zweigen, der eine Zweig umschließt den anderen 
(Bild 3). 


Die Kurve (22) ist ein Kreis von Radius = 


rt der die y-Achse im Koordinaten- 
ursprung berührt. Bei gegebenem A erhalten wir eine Kurve (21); indem a verschiedene 


Werte durchläuft, wird eine Schar von Kreisen erhalten. Die Abhängigkeit der 


1 Es sei bemerkt, daß unsere Kurven sich noch im Koordinatenursprung schneiden, der 
jedoch kein singulärer Punkt ist. 
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Schnittpunkte dieser Kurven vom Parameter a gibt die Abhängigkeit der Lage der 
singulären Punkte vom Parameter a wieder bei gegebenem A. Für a = 0 artet der 
entsprechende Kreis (22) in die y-Achse; alle singulären Punkte liegen auf der y-Achse, 
wächst a, so streben die Schnittpunkte des äußeren. Zweiges der Kurve mit unserem 
Kreis einander entgegen, um bei a = a, zusammenzutreffen und alsdann zu ver- 
schwinden; der obere Punkt ist ein stabiler Knoten, der untere ein Sattel. Gleichzeitig 
läuft der dritte Schnittpunkt längs des inneren Zweiges der Kurve (21) dem 
Koordinatenursprung zu; das ist entweder ein labiler Knoten oder ein labiler Strudel. 

Nachdem wir uns klar gemacht haben über die Abhängigkeit der Zahl, des 
Charakters und der Lage der singulären Punkte unserer Gleichung von ihren Para- 
metern, wollen wir eine ähnliche Untersuchung der Grenzzykel unternehmen. 

Aus den Gleichungen (4) kann leicht der Schluß gezogen werden, daß bei genügend 
großem r? alle Integralkurven radial nach innen gerichtet sind. Hieraus folgt un- 
mittelbar auf Grund eines am Schluß des vorigen Paragraphen erläuterten Theorems, 
daß, falls unsere Gleichung nur einen singulären Punkt zuläßt, der labil ist, wenigstens 
ein stabiler Grenzzykel existiert. Dementsprechend folgt, daß bei a? > a? immer 
wenigstens eine stabile Schwebungslösung existiert. Um die Frage zu beantworten, 
ob auch bei a? < a? Grenzzykel existieren, wollen wir die eben erörtete Methode der 
Kontaktkurven anwenden. 


Als topographisches System wählen wir die Kreisschar 
& + n? = const 
oder 
(x — xo)? + (y — Yo)? = const 
Die Gleichung der Kontaktkurve (12) in Polarkoordinaten R, y mit dem Ur- 
sprung im Punkt x, Yo lautet: 
R2 +- 3 R (xo cos y + yosin y) + 2 (xa cos y + Yo sin y)? + rẹ — 1 = 0. 
Setzt man 
Xo cos Yy + Yosin y = o, (23) 
so folgt nach Auflösung 
3 Pe 
Ra ot VE-w+ı. 


Uns interessiert nicht so sehr die Kontaktkurve selbst, als der äußerste und 
der innerste Kreis unseres topographischen Systems, welche die Kontaktkurve be- 
rühren. Die Halbmesser dieser Kreise sind leicht zu berechnen; sie werden durch 


aR _ 
dy 
gegeben. In unserem Falle ist 
aR __ 3R+4o do, 
dv 2R+30 dp? 


folglich genügen die gesuchten Halbmesser einer der beiden Gleichungen: 
dg 


3R+40=0 6 0. 
Die erste Beziehung. ergibt: 
R? = 8 (rê — 1); (24) 
die zweite: 
3 Zoa) 
R=|$rnt 14r (25) 


Bezeichnen wir den größeren der Ausdrücke (24) und (25) mit Rmax, den kleineren 
mit Ruin; jetzt können wir folgendes behaupten: falls ein Grenzzykel existiert, so 
ist er jedenfalls in dem ringförmigen Gebiet zwischen den Kreisen von den Halb- 
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messern Rmas und Rmin gefangen. Unsere Schlußweise ist nur dann richtig, wenn 
die Kontaktkurve den entsprechenden singulären Punkt nicht durchsetzt. Im Falle, 
wo sie den singulären Punkt durchsetzt, was immer im Falle eines Sattel stattfinden 
wird, kann nur behauptet werden, daß ein Grenzzykel, falls er existiert, im Inneren 
des Kreises vom Halbmesser Rmax liegen muß. Es sei bemerkt, daß diese Konstruktion 
jür jeden singulären Punkt getrennt durchgeführt werden kann. 

Wir wollen nunmehr unsere Konstruktionen auf das uns interessierende Gebiet 
der drei gleichzeitig existierenden singulären Punkte (0 ZAZ 5 O<aæ<a 3) an- 
wenden. Es erscheint als hinreichend nur zwei Kontaktkurven zu untersuchen, 
diejenigen die den Knoten und Strudeln entsprechen. Für den labilen Knoten 
oder Strudel ist 7% = r1 < l und folglich 


3 3 
Ri max = [rn + y — ati 
3 3 
Rı min — Er Vi Er r 
Für den stabilen Knoten und für ein Gebiet, das genügend nahe der exakten 
Resonanz liegt, ist 7 = Yo > 1 und folglich: 
3 3 
Rz maz = A nat Y1- $r 
Ra min = V8 (rg? 1). 
Konstruiert man für diese zwei singulären Punkte, die oben besprochene ring- 


förmige Gebiete, so ergibt sich, daß der gemeinsame Teil dieser Gebiete ein einfach 
zusammenhängendes Gebiet ist, das nur einen singulären Punkt — einen Sattel — 


Bild 4. Die äußersten und innersten Kreise der topographischen Systeme, die die Kontaktkurve 
berühren. 


enthält. Nach einem im $2 erwähnten Theorem kann ein solches Gebiet keine 
Grenzzykel enthalten und folglich sind für den betrachteten Fall überhaupt keine 
Grenzzykel vorhanden. In Bild 4 sind derartige ringförmige Gebiete dargestellt; ihr 
gemeinsamer Teil ist gestrichen!. Es sei bemerkt, daß bei genügender Entfernung 
von der exakten Resonanz, wenn man ganz nahe der Stelle des Zusammenfallens der 
singulären Punkte kommt, ein Moment 'eintritt, von dem an unsere Konstruktionen 
versagen; in diesem Falle gibt unsere einfache qualitative Theorie keine Antwort. 


! Der äußere Kreis des topographischen Systems für den stabilen Knoten, der die Kontakt- 
kurve berührt, ist seiner Größe wegen in Bild 4 nicht eingetragen. 
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In diesem Falle jedoch kann man sich leicht in der Nichtexistenz von Grenzzyklen 


a à z s d d 
überzeugen, indem man neben den Kontaktkurven die Isoklinen = = 0 und Z = w 


ins Auge nimmt. Dieses letztere ist z. B. notwendig, falls man die Umgebung des 
Moments des Zusammenfallens der singulären Punkte untersuchen will. 


5a. Zwanglösung, Exakte Resonanz. 5b. Zwanglösung. Labiler Knoten. 


5c. Zwanglösung. Labiler Strudel. 5d. Schwebungslösung. 


Bild 5. Das topologische Verhalten der Integralkurven. 


Das hıer besprochene gilt in dem Falle, wenn im Resonanzgebiet drei singuläre 


Punkte existieren; wie schon früher erörtert, entspricht dies dem Falle A< 2. 
Es soll jetzt gezeigt werden, daß für 42 > = in der Resonanzumgebung immer ein 


Gebiet existiert, in dem Mitnehmen stattfindet; man kann sich davon leicht über- 


zeugen; in der Tat für A? > E und a = 0 ist die größte Wurzel der Gleichung (19) 
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e= r> = andererseits besitzt für 79 > = die Kontaktkurve keinen reellen Zweig; 


wie im § 2 erwähnt wurde, folgt hieraus unmittelbar, daß keine Grenzzykel existieren 
können, und daß folglich in einer gewissen Umgebung der Resonanz ein Mitnehmen 
stattfindet. In Bild 5 sind die Resultate für den Fall dreier singulären Punkte und 


A< schematisch dargestellt; dünne Kurven entsprechen einfachen, nicht- 


stationären Integralkurven; fette Kurven bezeichnen Grenzzykel und Separatricen, 
die bis zu singulären Punkten oder Grenzzykeln oder ins Unendliche fortgesetzte, 
den Sattel durchsetzende Integralkurven; sie formen sozusagen Wasserscheiden; sie 
spielen mithin eine ähnliche Rolle wie die Grenzzykel. Die Kenntnis der Separatricen 
erleichtert in vielen Fällen die Untersuchung des topographischen Bildes. Es sei 
bemerkt, daß im allgemeinen jedem Sattel vier Separatricen entsprechen. (Sie 
können in geringerer Zahl vorhanden sein, falls sie zu dem Sattel zurückkehren). 
Zwei Separatricen strömen am Sattel aus; die beiden anderen münden im Sattel. 

Für a=0 sind die Separatricen leicht zu finden [Gleichung (5)] ; diese sind ein 
Stück der y-Achse zwischen dem labilen Knoten und dem Sattel und der unendliche 
Teil der y-Achse, der im Sattel mündet. Es kann leicht geschlossen werden, daß beide 
anderen Separatricen im stabilen Knoten münden müssen. ‚Alle anderen Integral- 
kurven umströmen die Separatricen, um im stabilen Knoten zu münden (Bild 5a). 
Bei einer kleinen Abstimmungsdifferenz fällt die Symmetrie weg; das topologische 
Verhalten der Separatricen bleibt jedoch unverändert (Bild 5b); wird die Abstimmungs- 
differenz vergrößert, so verwandelt sich der labile Knoten in einen labilen Strudel 
(Abb. 5c); endlich, wenn die Abstimmungsdifferenz genügend groß wird für einen 
bestimmten Wert der Abstimmungsdifferenz, fallen Sattel und stabiler Knoten zu- 
sammen. Für größere Werte verschwinden dieselben und die Separatricen verwandeln 
sich in einen Grenzzykel (Bild 5d). Von besonderem Interesse ist der Grenzfall, 
wo unsere beiden Punkte gerade zusammenfallen; physikalisch ist dieses mit der 
Frage verbunden, ob an der Grenze des Mitnehmens Ziehen stattfindet; dieser Fall 
wurde von uns nach einer oben erwähnten Methode untersucht, und wir konnten 
feststellen, daß das Moment des Eintretens des Grenzzykels mit dem Moment des 
Verschwindens der singulären Punkte zusammenfällt, und daß dementsprechend kein 
Ziehen stattfindet. 


Resultate. 

1. Es existiert immer ein Mitnahmebereich, wie gering die Amplitude der äußeren 
periodischen Kraft auch sein mag. Mit anderen Worten, es existiert keine Schwelle 
für die Mitnahme. Im Mitnahmebereich ist die stabile rein periodische Lösung mit 
der Periode der äußeren Kraft die einzige stabile Lösung. Für genügend kleine 
Amplituden der äußeren EMK entspricht dieser Bereich der gleichzeitigen Existenz 
dreier singulärer Punkte der Gleichungen (4); von diesen drei Punkten ist nur einer 
stabil. 

2. Außerhalb dieses Bereiches haben die Gleichungen (4) nur einen (labilen) 
singulären Punkt; hier existiert ein Grenzzykel, d. h. es existiert ein Kontinuum 
stabiler fastperiodischer Lösungen gleicher mittlerer Energie. 

3. Das Moment des Verschwindens der stabilen periodischen Lösung fällt genau 
mit dem Erscheinen stabiler fastperiodischer Lösungen zusammen, d. h. es existiert 
kein Ziehen an den Grenzen des Mitnehmens?, 


3 Diese Zeichnungen geben nur das topologische Verhalten der Integralkurven und keines- 
wegs ihren quantitativen Verlauf. 


2 Die angegebenen Resultate sind nur im Bereich e<5 gültig. Im Gebiet <a a 


sind gleichzeitig zwei stabile periodische Lösungen vorhanden; unter welchen Bedingungen die 
eine oder die andere einsetzt, soll hier nicht untersucht werden. 
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Zum Schluß möchten wir noçhmals folgendes betonen: die Theorie von van 
der Pol geht von einem gewissen Näherungsansatz aus, der übrigens auch den oben 
angeführten Überlegungen zugrunde liegt; ob und wieweit dieses Verfahren als 
berechtigt erscheint, kann nur eine strenge Lösung der ursprünglichen Differential- 
gleichungen ergeben. Dieselbe Bemerkung gilt auch für andere Probleme von Auto- 
schwingungen, wie z. B. Ziehen usw., bei deren Lösung man sich bis jetzt unsere 
Wissens nur mit Näherungsmethoden begnügt hat!. 


Nun lassen sich strenge Methoden zur Behandlung der hier in Betracht 
kommenden Fragen auf Grund der Theorie von Poincaré und Liapounow an- 
geben. Wir werden zu diesen Fragen zurückgehen ?. 


Herrn Prof. Dr. L. Mandelstam und Herrn Prof. Dr. N. Papalexi möchten 
wir für die Anregung zu dieser Untersuchung unseren besten Dank aussprechen. 


Moskau, Institut für theoretische Physik. 


1 A.Andronow et A. Witt. Sur la théorie mathematique des auto-osullations. Comptes 
Rendus. t 190, p. 256. 1930. 

2 Die strenge Theorie der periodischen Lösungen siehe: A. Andronow et A. Witt. 
Zur mathematischen Theorie des Mitnehmens. Journal of applied Physics. Moskau (in Erscheinung). 


